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USING MATLAB COMPUTER MATHEMATICS SYSTEM IN THE PROCESS OF SOLVING 

INTEGRAL CALCULUS TASKS 

 

Анотація. Розглянуто можливість і доцільність застосування системи комп'ютерної математики 

MATLAB у процесі розв'язування задач інтегрального числення функції багатьох змінних. Для цього з 

використанням засобів системи MATLAB розв'язано чотири типові задачі інтегрального числення. 

Показано, що система комп'ютерної математики MATLAB дозволяє просто й ефективно унаочнювати 

задачі інтегрального числення. Це сприяє подоланню труднощів, що виникають у студентів внаслідок 

недостатньо розвиненого просторового уявлення та недостатньо сформованих навичок інтегрування й 

диференціювання. Результати роботи можуть бути цікаві викладачам закладів вищої і загальної середньої 

освіти, студентам, школярам та іншим. 

Summary. The possibility and feasibility of application of the MATLAB computer mathematics system in 

the process of solving the tasks of integral calculus of several variables function are considered. To do this, four 

typical integral calculus tasks have been solved using the MATLAB system. It has been shown that the MATLAB 

computer mathematics system allows simple and effective visualization of integral calculus tasks. This helps to 

overcome the difficulties which arise as a result of underdeveloped spatial representation and underdeveloped 

integration and differentiation skills of students. The results can be useful for lectors of higher education 

institutions, secondary schools, students, schoolchildren and others. 

Ключові слова: інтегральне числення функції багатьох змінних, наочність, MATLAB. 

Key words: integral calculus of several variables function, visibility, MATLAB. 

 

Бурхливий розвиток комп'ютерної техніки та 

створених на основі її використання нових 

потужних систем комп'ютерної математики (Maple 

[1], Mathematica [2], MATLAB [3] та інші) 

відкривають унікальні можливості для 

вдосконалення існуючих та розробки нових 

методик вивчення математичних дисциплін, які б 

гармонійно поєднували сучасні досягнення й 

традиційні підходи до навчання математики, які 

витримали випробування часом.  

Розробка теоретичних і практичних аспектів 

застосування комп'ютерних засобів під час 

навчання математики як у загальноосвітній школі, 

так і у закладах вищої освіти знайшла своє 

відображення у роботах М. Жалдака [4-7], Т. 

Крамаренко [8], Г. Михаліна [9], О. Співаковського 

[10], Ю. Триуса [11] та інших. Серед іншого, в них 

було показано застосування засобів комп’ютерної 

математики на уроках математики [4, 5, 8], під час 

вивчення математичного аналізу, зокрема 

інтегрального числення функції однієї змінної [7], 

основних елементарних функцій дійсної і 

комплексної змінної [9], під час вивчення вищої 

алгебри [10]; створено комп’ютерно-орієнтовані 

навчально-методичні комплекси таких 

математичних дисциплін, як: «Математична логіка 

і теорія алгоритмів», «Комп’ютерна математика», 

«Математичні методи оптимізації» [11]. 

Мета цієї роботи - показати можливість і 

доцільність застосування системи комп'ютерної 

математики MATLAB для унаочнення задач 

інтегрального числення функції багатьох змінних. 

Математичний аналіз як навчальна дисципліна 

за традиційною програмою включає в себе: вступ 

до аналізу; диференціальне числення функцій 

однієї змінної; інтегральне числення функцій однієї 

змінної; числові й функціональні ряди; 

диференціальне числення функцій багатьох 

змінних; інтегральне числення функцій багатьох 

змінних тощо. Зазвичай на вивчення 

математичного аналізу у закладах вищої освіти 

відводиться чи не найбільша з усіх математичних 

дисциплін кількість кредитів ECTS. Тому 

математичний аналіз відіграє значну (чи не 

вирішальну) роль у формуванні професійної 

культури майбутніх фахівців. 

У цій роботі ми приділимо увагу 

розв’язуванню задач змістового модуля 

«Інтегральне числення функцій багатьох змінних», 
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зокрема тем «Подвійні інтеграли» й «Потрійні 

інтеграли».  

Відомо, що студенти стикаються з 

труднощами під час вивчення кратних інтегралів. 

Це пов'язано з низкою об'єктивних причин, серед 

яких: 

1) недостатній рівень розвитку вміння 

встановлювати міжпредметні зв’язки (переносити 

знання і вміння в нові умови); 

2) не розвинене просторове уявлення; 

3) недостатньо сформовані навички 

інтегрування й диференціювання.  

Тому сучасний викладач повинен шукати 

шляхи усунення цих труднощів. І один із таких 

шляхів убачаємо саме у використанні комп'ютерів, 

з можливостями й застосуваннями яких, як показує 

практика, добре ознайомлені сучасні студенти.  

До основних задач, які розглядаються під час 

вивчення кратних інтегралів, відносяться задачі: на 

зміну порядку інтегрування у повторних 

інтегралах, на обчислення подвійних і потрійних 

інтегралів, на застосування подвійних і потрійних 

інтегралів (площа області, об’єм тіла, маса 

пластинки, статичні моменти, координати центра 

маси, моменти інерції тощо). Як показує практика, 

найважча для студентів частина розв’язування цих 

задач – встановлення меж інтегрування. 

Розв’язання цієї проблеми можливе у більшості 

випадків завдяки побудові області інтегрування, 

тобто, завдяки зміні форми задання області 

інтегрування – від аналітичного задання до 

графічного, до унаочнення сформульованої задачі. 

Крім того, є необхідність уявлення досить складних 

геометричних об'єктів, їх взаємного розташування 

у просторі.  

Існує низка систем комп'ютерної математики 

(Maple, Mathematica, MATLAB та інші), які 

дозволяють ефективно проводити візуалізацію 

геометричних об'єктів, а також порівняно просто 

здійснювати чисельне інтегрування, наприклад, 

під час обчислення об'єму просторових фігур. 

Нижче наведено приклади розв'язування низки 

задач, які включають побудову ліній, поверхонь, 

просторових тіл та чисельне обчислення інтегралів 

в системі MATLAB.  

Робота в середовищі системи MATLAB дає 

значні переваги, причому не тільки внаслідок її 

потужних засобів діалогу, графіки й візуалізації, 

але й в силу підтримки системи MATLAB 

переважною більшістю сучасних комп'ютерних 

платформ. Слід зазначити, що завдяки своїм 

перевагам система MATLAB користується 

великою популярністю серед викладачів, студентів, 

інженерів, вчених, економістів (на 2018 р. більш 

ніж 3 млн. активних користувачів). Передбачається, 

що читачі мають початкові навики комп'ютерного 

програмування. А оскільки MATLAB є матрично 

орієнтованою системою, читачам також будуть 

корисні базові знання з матричного аналізу. 

Задача 1. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого 

поверхнями: 

 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 16 та 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 8𝑧 = 0. 

Побудуємо сфери, задані в умові задачі, 

використовуючи засоби системи MATLAB (рис. 

1а). Спостерігач знаходиться у третьому октанті. 

Тіло, обмежене заданими поверхнями, наведено на 

рис.1б. Це тіло складається з точок, координати 

яких задовольняють систему нерівностей: 

{
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 16 ≤ 0

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 8𝑧 ≤ 0
 

 

 
а) 
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б) 

 
в) 

Рис. 1. 

 

На рис. 1в зображено проекцію тіла на площину ХоУ. Об'єм тіла можна обчислити за формулою: 

𝑉 = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ 𝑑𝜑 ∫ (2√16 − 𝜌2
2√3

0

2𝜋

0
− 4

𝜎𝑥𝑦
)𝜌𝑑𝜌,𝑉 =

80𝜋

3
. 

Задача 2. Обчисліть потрійний інтеграл ∭ 𝑥2𝑦2𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

, де область G визначена нерівностями 

0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥𝑦. 

Побудуємо поверхні 𝑥 = 0,  𝑥 = 1,  𝑦 = 0,  𝑦 = 𝑥, 𝑧 = 0,  𝑧 = 𝑥 𝑦, які обмежують область 𝐺, рис. 2а. 

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 2 
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Область 𝐺 показана на рис. 2б. Координати 

точок, які утворюють область 𝐺, задовольняють 

систему нерівностей: 

{
 
 

 
 
𝑥 ≤ 1,
𝑥 ≥ 0,
𝑦 ≤ 𝑥,
𝑦 ≥ 0,
𝑧 ≤ 𝑥𝑦,
𝑧 ≥ 0.

 

Проекція області 𝐺 на площину ХоУ показана 

на рис. 2в. З урахуванням рис.2б та рис.2в 

потрійний інтеграл запишеться так: 

∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦
𝑥

0

1

0
∫ 𝑥2𝑦2𝑧 𝑑𝑧
𝑥𝑦

0
. 

Застосовуючи засоби чисельного інтегрування 

системи MATLAB (метод прямокутників) 

отримаємо відповідь - 0.01. 

Задача 3. Визначте об’єм тіла, обмеженого 

сферами 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 16
 

і 

конусом 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2
 
(тіло, яке лежить всередині 

конуса).  

Побудуємо сфери і конус, задані в умові задачі, 

використовуючи засоби системи MATLAB (рис. 

3а). 

 

 
а) 

 
б)  

в) 

Рис. 3 

 

З урахуванням рис. 3б та рис.3в об'єм тіла, обмеженого поверхнями, можна обчислити так: 

𝑉 = 𝑉1 − 𝑉2 = ∫ 𝑑𝑥
2√2

−2√2
∫ 𝑑𝑦
√8−𝑥2

−√8−𝑥2
∫ 𝑑𝑧
√16−𝑥2−𝑦2

√𝑥2+𝑦2
− ∫ 𝑑𝑥

√2

2

−
√2

2

∫ 𝑑𝑦
√
1

2
−𝑥2

−√
1

2
−𝑥2

∫ 𝑑𝑧
√1−𝑥2−𝑦2

√𝑥2+𝑦2
= 42 𝜋 (2 − √2),  

де 𝑉1- об'єм тіла, обмеженого поверхнями, включаючи об'єм кулі 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, 𝑉2 - об'єм кулі 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1. 
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Задача 4. Визначте об’єм тіла, обмеженого поверхнями 𝑥2 + 𝑦2 = 10𝑥, 𝑥2 + 𝑦2 = 13𝑥, 

𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2, 𝑧 = 0, 𝑦 ≥ 0.  

Побудуємо поверхні, задані в умові задачі, використовуючи засоби системи MATLAB (рис. 4а). 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

 

Рис. 4 

 

З урахуванням рис.4б та рис.4в об'єм тіла, 

обмеженого поверхнями, дорівнює  

𝑉 = ∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑑𝜌
13𝑐𝑜𝑠 𝜑

10𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝜋

2
0

∫ 𝜌𝑑𝑧
𝜌2

0
= 266. (Тут 

здійснено перехід до циліндричної системи 

координат). 

Таким чином, на наш погляд, система 

комп'ютерної математики MATLAB дозволяє 

просто і ефективно унаочнювати задачі 

інтегрального числення. Це сприяє подоланню 

труднощів, що виникають у студентів внаслідок 

недостатньо розвиненого просторового уявлення та 

недостатньо сформованих навичок інтегрування й 

диференціювання. 
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